Teoria de grafos

(&

Diagrama de un grafo con 6 vértices y 7 aristas.

En matematicas y ciencias de la computacién, la teoria de grafos estudia las

propiedades de los grafos, que son colecciones de objetos llamados vértices (o nodos)
conectados por lineas llamadas aristas (o arcos) que pueden tener orientacion (direccion
asignada). Tipicamente, un grafo estd disefiado por una serie de puntos (los vértices)

conectados por lineas (las aristas).
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Historia

El trabajo de Leonhard Euler, en 1736, sobre el problema de los puentes de Konigsberg
es considerado como uno de los primeros resultados de la teoria de grafos. También se
considera uno de los primeros resultados topoldgicos en geometria (que no depende de
ninguna medida). Este ejemplo ilustra la profunda relacién entre la teoria de grafos y la

topologia.

En 1845 Gustav Kirchhoff publicé sus leyes de los circuitos para calcular el voltaje y la
corriente en los circuitos eléctricos.

En 1852 Francis Guthrie planteé el problema de los cuatro colores que plantea si es
posible, utilizando solamente cuatro colores, colorear cualquier mapa de paises de tal
forma que dos paises vecinos nunca tengan el mismo color. Este problema, que no fue
resuelto hasta un siglo después por Kenneth Appel y Wolfgang Haken, puede ser
considerado como el nacimiento de la teoria de grafos. Al tratar de resolverlo, los
matematicos definieron términos y conceptos tedricos fundamentales de los grafos.
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Definiciones
[editar]
Grafo

Articulo principal: Grafo

es somorfo a

t
]én lafigura, V={a,b,c,d,e, f},y A={ ab, ac, ae, bc, bd, df, ef }.

Un grafo es una pareja G = (V, A), donde V es un conjunto de puntos, llamados
vértices, y A es un conjunto de pares de vértices, llamadas aristas. Para simplificar,
notaremos la arista {a, b} como ab.

En teoria de grafos, s6lo queda lo esencial del dibujo: la forma de las aristas no son
relevantes, s6lo importa a qué vértices estan unidas. La posicién de los vértices tampoco
importa, y se puede variar para obtener un grafo més claro. Generalmente, se considera
que colocar los vértices en forma de poligono regular da grafos muy legibles.

Préacticamente cualquier red puede ser modelada con un grafo: una red de carreteras que
conecta ciudades, una red eléctrica o un alcantarillado.

[editar]



Aristas dirigidas y no dirigidas

En algunos casos es necesario asignar un sentido a las aristas, por ejemplo, si se quiere
representar la red de las calles de una ciudad con sus inevitables direcciones tnicas. El
conjunto de aristas serd ahora un subconjunto de todos los posibles pares ordenados de
vértices, con (a, b) # (b, a). Los grafos que contienen aristas dirigidas se denominan
grafos orientados, como el siguiente:

Las aristas no orientadas se consideran bidireccionales para efectos practicos (equivale a
decir que existen dos aristas orientadas entre los nodos, cada una en un sentido).

En el grafo anterior se ha utilizado una arista que tiene sus dos extremos idénticos: es un
lazo (o bucle), y aparece también una arista bidireccional, y corresponde a dos aristas
orientadas.

AquiV=1{a,b,c,d,e},yA={(a,c),(d,a),(d,e),(a,ce),,e),(ca),(cc),(db)}.

Se considera la caracteristica de "grado" (positivo o negativo) de un vértice, como la
cantidad de aristas que llegan o salen de él; para el caso de grafos no orientados, el
grado de un vértice es simplemente la cantidad de aristas que tocan este vértice. Por
ejemplo, el grado positivo (salidas) de d es 3, mientras que el grado negativo (llegadas)
debes 1.

Segun la terminologia seguida en algunos problemas clasicos de Investigacién
Operativa (p.ej.: el Problema del flujo maximo), a un vértice del que s6lo salen aristas
se le denomina fuente (en el ejemplo anterior, el vértice d); tiene grado negativo 0. Por
el contrario, a aquellos en los que sélo entran aristas se les denomina pozo o sumidero
(en el caso anterior, el vértice e); tiene grado positivo 0.
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Ciclos y caminos hamiltonianos



Ejemplo de un camino hamiltoniano.

Un ciclo es un camino, es decir una sucesion de aristas adyacentes, donde no se recorre
dos veces la misma arista, y donde se regresa al punto inicial. Un ciclo hamiltoniano
tiene ademds que recorrer todos los vértices.

Por ejemplo, en un museo grande (al estilo del Louvre), lo idoneo seria recorrer todas
las salas una sola vez, esto es buscar un ciclo hamiltoniano en el grafo que representa el
museo (los vértices son las salas, y las aristas los corredores o puertas entre ellas).

Se habla también de camino hamiltoniano si no se impone regresar al punto de partida,
CcOmo en un museo con una Unica puerta de entrada. Por ejemplo, un caballo puede

recorrer todas las casillas de un tablero de ajedrez sin pasar dos veces por la misma: es
un camino hamiltoniano. Ejemplo de un ciclo hamiltoniano en el grafo del dodecaedro.

Hoy en dia, no se conocen métodos generales para hallar un ciclo hamiltoniano en
tiempo polinémico, siendo la bisqueda por fuerza bruta de todos los posibles caminos u
otros métodos excesivamente costosos. Existen, sin embargo, métodos para descartar la
existencia de ciclos o caminos hamiltonianos en grafos pequefios.

El problema de determinar la existencia de ciclos hamiltonianos, entra en el conjunto de
los NP-completos.
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Caracterizacion de Grafos
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Grafos Simples

Un grafo es simple si a lo mas solo 1 arista une dos vértices cualesquiera. Esto es
equivalente a decir que una arista cualquiera es el inico que une dos vértices

especificos.

Un grafo que no es simple se denomina complejo.



[editar]
Grafos Conexos

Un grafo es conexo (mds formalmente fuertemente conexo) si todos sus vértices estan
conectados por un camino; es decir, si para cualquier par de vértices (a, b), existe al
menos un camino posible desde a hacia b.

Es posible determinar si un grafo es fuertemente conexo coleccionando la informacién
de los grados de sus vértices al tiempo que se acumulan las diferentes rutas que salen de
un vértice o llegan a él.

En términos matematicos la propiedad de un grafo de ser fuertemente conexo permite
establecer en base a €l una relacion de equivalencia para sus vértices, la cual lleva a una
particion de éstos en "componentes fuertemente conexos", es decir, porciones del grafo,
que son fuertemente conexas cuando se consideran como grafos aislados. Esta
propiedad es importante para muchas demostraciones en teoria de grafos.
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Grafos Completos

Un grafo simple es completo si existen aristas uniendo fodos los pares posibles de
vértices. Es decir, todo par de vértices (a, b) debe tener una arista e que los une.

El conjunto de los grafos completos es denominado usualmente K | siendo K, el grafo
completo de n vértices.

nx(n-—1)

Un K, es decir, grafo completo de n vértices tiene exactamente 2 aristas.

La representacion gréfica de los K;, como los vértices de un poligono regular da cuenta
de su peculiar estructura.
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Grafos Bipartitos

Articulo principal: Grafo bipartito

Un grafo G es bipartito si puede expresarse como G = {V| + V;, A} (es decir, la unién
de dos grupos de vértices), bajo las siguientes condiciones:

e V;y V;son distintos y tienen més de un elemento cada uno.
e Una arista en A une un vértice de V; con uno de V,.
e No existen aristas uniendo dos elementos de Vi; andlogamente para V.

Bajo estas condiciones, el grafo se considera bipartito, y puede describirse
informalmente como el grafo que une o relaciona dos conjuntos de elementos



diferentes, como aquellos resultantes de los ejercicios y puzzles en los que debe unirse
un elemento de la columna A con un elemento de la columna B.
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Arboles

Ejemplo de 4rbol.

Un grafo que no tiene ciclos y que conecta a todos los puntos, se llama un arbol. En un
grafo con n vértices, los drboles tienen exactamente n - 1 aristas, y hay n"? arboles
posibles. Su importancia radica en que los arboles son grafos que conectan vértices
utilizando el menor nimero posible de aristas. Un importante campo de aplicacién de su
estudio se encuentra en el andlisis filogenético, el de la filiacion de entidades que
derivan unas de otras en un proceso evolutivo, que se aplica sobre todo a la
averiguacion del parentesco entre especies; aunque se ha usado también, por ejemplo,
en el estudio del parentesco entre lenguas.
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Grafos ponderados

En muchos casos, es preciso atribuir a cada arista un nimero especifico, llamado
valuacion, ponderacion o coste segun el contexto, y se obtiene asi un grafo valuado.
Formalmente, es un grafo con una funcién v: A — R,.

Por ejemplo, un representante comercial tiene que visitar n ciudades conectadas entre si
por carreteras; su interés previsible serd minimizar la distancia recorrida (o el tiempo, si
se pueden prever atascos). El grafo correspondiente tendra como vértices las ciudades,
como aristas las carreteras y la valuacion serd la distancia entre ellas.

Y, de momento, no se conocen métodos generales para hallar un ciclo de valuacién
minima, pero si para los caminos desde a hasta b, sin més condicion.
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Teorema de los cuatro colores

Articulo principal: Teorema de los cuatro colores




F:n 1852 Francis Guthrie plante6 el problema de los cuatro colores.

Otro problema famoso relativo a los grafos: ;Cudntos colores son necesarios para
dibujar un mapa politico, con la condicion obvia que dos paises adyacentes no puedan
tener el mismo color? Se supone que los paises son de un solo pedazo, y que el mundo
es esférico o plano. En un mundo en forma de toro; el teorema siguiente no es valido:

Cuatro colores son siempre suficientes para colorear un mapa.

El mapa siguiente muestra que tres colores no bastan: Si se empieza por el pais central a
y se esfuerza uno en utilizar el menor nimero de colores, entonces en la corona
alrededor de a alternan dos colores. Llegando al pais h se tiene que introducir un cuarto
color. Lo mismo sucede en i si se emplea el mismo método.

La forma precisa de cada pais no importa; lo tnico relevante es saber qué pais toca a
qué otro. Estos datos estdn incluidos en el grafo donde los vértices son los paises y las
aristas conectan los que justamente son adyacentes. Entonces la cuestion equivale a
atribuir a cada vértice un color distinto del de sus vecinos.

Hemos visto que tres colores no son suficientes, y demostrar que con cinco siempre se
llega, es bastante facil. Pero el teorema de los cuatro colores no es nada obvio. prueba
de ello es que se ha tenido que emplear los ordenadores para acabar la demostracion (se
ha hecho un programa que permitié verificar una multitud de casos, lo que ahorrd
muchisimo tiempo a los matemdticos). Fue la primera vez que la comunidad matematica
aceptd una demostracion asistida por ordenador.
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Coloracion de Grafos



- o
Colores en los vértices.

Definicién: Si G=(V,E) es un grafo no dirigido, una coloracion propia de G, ocurre
cuando coloreamos los vértices de G de modo que si {a, b} es una arista en G entonces
ay b tienen diferentes colores. (Por lo tanto, los vértices adyacentes tienen colores
diferentes). El nimero minimo de colores necesarios para una coloracién propia de G es
el nimero cromatico de G y se escribe como C(G). Sea G un grafo no dirigido sea A el
nimero de colores disponibles para la coloracion propia de los vértices de G. Nuestro
objetivo es encontrar una funcién polinomial P(G,A), en la variable A, llamada
polinomio cromadtico de G, que nos indique el nimero de coloraciones propias
diferentes de los vértices de G, usando un méaximo de A colores.

Descomposicion de polinomios cromaticos. Si G=(V,E) es un grafo conexo y e
pertenece a E , entonces: P(Ge,L)=P(G,L)+P(Ge,\)

Para cualquier grafo G, el término constante en P(G,A) es 0

Sea G=(V.E) con |[E[>0 entonces, la suma de los coeficientes de P(G,\) es 0.

Sea G=(V,E), con a, b pertenecientes al conjunto de vertices V pero {a, b}=e no
perteneciente a al conjunto de aristes E. Escribimos G+e para el grafo que se obtiene de
G al afadir la arista e={a, b}. Al identificar los vértices a y b en G, obtenemos el

subgrafo G++e de G. (Leonardo Sandoval)
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Grafos planos



Un grafo es plano si se puede dibujar sin cruces de aristas.

Cuando un grafo o multigrafo se puede dibujar en un plano sin que dos segmentos se
corten, se dice que es plano.

Un juego muy conocido es el siguiente: Se dibujan tres casas y tres pozos. Todos los
vecinos de las casas tienen el derecho de utilizar los tres pozos. Como no se llevan bien
en absoluto, no quieren cruzarse jamas. ;Es posible trazar los nueve caminos que juntan

las tres casas con los tres pozos sin que haya cruces?

Cualquier disposicién de las casas, los pozos y los caminos implica la presencia de al
menos un cruce.

Sea K, el grafo completo con n vértices, K,,, es el grafo bipartito de n yp vértices.

El juego anterior equivale a descubrir si el grafo Ks,3, bipartito completo, es planario
(se dice también plano), es decir, si se puede dibujar en un plano sin que haya cruces. Y
la respuesta es no. En general, puede determinarse que un grafo no es plano, si en su
disefio puede encontarse una estructura andloga a Ks o a Ks 3.

Establecer qué grafos son planos no es obvio, y tiene que ver con la topologia.
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Diametro

E;, Ks Kg3

En la figura se nota que K4 es plano (desviando la arista ab al exterior del cuadrado),
que Ksno lo es, y que Kj3,, 1o es también (desvios en gris).



En un grafo, la distancia entre dos vértices es el menor niimero de aristas de un
recorrido entre ellos. El diametro, en una figura como en un grafo, es la mayor
distancia entre dos puntos de la misma.

El didmetro de los K, es 1, y el de los K,,, es 2. Un didmetro infinito puede significar

que el grafo tiene una infinidad de vértices o simplemente que no es conexo. También
se puede considerar el diametro promedio, como el promedio de las distancias entre

dos vértices.

El mundo de Internet ha puesto de moda esa idea del didmetro: Si descartamos los sitios
que no tienen enlaces, y escogemos dos paginas web al azar: ;En cudntos clics se puede
pasar de la primera a la segunda? El resultado es el didmetro de la Red, vista como un
grafo cuyos vértices son los sitios, y cuyas aristas son l6gicamente los enlaces.

En el mundo real hay una analogia: tomando al azar dos seres humanos del mundo, ;En
cudntos saltos se puede pasar de uno a otro, con la condicién de sélo saltar de una
persona a otra cuando ellas se conocen personalmente? Con esta definicion, se estima
que el didmetro de la humanidad es de... jocho solamente!

Este concepto refleja mejor la complejidad de una red que el nimero de sus elementos.
{{MII[[Glosario en teoria de grafos}}
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Algoritmos importantes

e Algoritmo de busqueda en anchura (BES)

¢ Algoritmo de busqueda en profundidad (DES)

e Ordenacién topolégica de un grafo

e Algoritmo de calculo de los componentes fuertemente conexos de un grafo
e Algoritmo de Dijkstra

e Algoritmo de Bellman-Ford

e Algoritmo de Prim

e Algoritmo de Ford-Fulkerson

e Algoritmo de Kruskal

e Algoritmo del vecino mas cercano
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Aplicaciones

Gracias a la teoria de Grafos se pueden resolver diversos problemas como por ejemplo
la sintesis de circuitos secuenciales, contadores o sistemas de apertura.

Los grafos se utilizan también para modelar trayectos como el de una linea de autobus a
través de las calles de una ciudad, en el que podemos obtener caminos éptimos para el
trayecto aplicando diversos algoritmos como puede ser el algoritmo de Floyd.



Para la administracién de proyectos, utilizamos técnicas como PERT en las que se
modelan los mismos utilizando grafos y optimizando los tiempos para concretar los
mismos.
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Investigadores relevantes en Teoria de grafos

Paul Erdos

Frank Harary

Denes Konig
W.T. Tutte
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Véase también

Wikimedia Commons
alberga contenido

@) multimedia sobre
Teoria de grafos

e Grafo
e Modelo en grafo
e Algoritmo de Floyd
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Enlaces externos

e péginas blancas de la Teoria de grafos (para més investigadores y
publicaciones).

e "Teoria de grafos" en la Enciclopedia Libre Universal en Espafiol

o Grafos: Es un software para la construccion, edicion y andlisis de grafos. Forma
parte de un proyecto (copyleft) de investigacion y desarrollo de aplicaciones
informaticas de disefilo modular orientadas hacia la docencia, investigacién y
labores profesionales de Ingenieria de Organizacién Industrial (Management

Engineering).

Fuente: http://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa de grafos




Programacion no numérica - Grafos
Definicion de grafo:

Desafortunadamente no existe una terminologia estandarizada en la teoria de
los grafos, por lo tanto es oportuno aclarar que las presentes definiciones
pueden variar ligeramente entre diferentes publicaciones de estructura de datos
y de teoria de grafos, pero en general se puede decir que un grafo como indica
su nombre lo indica es la representacién (para nuestro caso) grafica de los
datos de una situacién particular, ejemplo:

Los datos contienen, en algunos casos, relaciones entre ellos que no es
necesariamente jerarquica. Por ejemplo, supongamos que unas lineas aéreas
realizan vuelos entre las ciudades conectadas por lineas como se ve en la
figura anterior (mas adelante se presentaran grafos con estructuras de datos);
la estructura de datos que refleja esta relacion recibe el nombre de grafo.

Se suelen usar muchos nombres al referirnos a los elementos de una

non nn

estructura de datos. Algunos de ellos son "elemento”, "item", "asociacion de

items", "registro”, "nodo" y "objeto". EI nombre que se utiliza depende del tipo
de estructura, el contexto en que usamos esa estructura y quien la utiliza.

En la mayoria de los textos de estructura de datos se utiliza el termino
"registro” al hacer referencia a archivos y "nodo" cuando se usan listas
enlazadas, arboles y grafos.

También un grafo es una terna G = (V,A,j ), en donde V y A son conjuntos
finitos, y j es una aplicacion que hace corresponder a cada elemento de A un
par de elementos de V. Los elementos de V y de A se llaman, respectivamente,
"vértices" y "aristas" de G, y j asocia entonces a cada arista con sus dos
vértices.

Esta definiciéon da lugar a una representacién grafica, en donde cada vértice es
un punto del plano, y cada arista es una linea que une a sus dos vértices.

Si el dibujo puede efectuarse sin que haya superposicion de
lineas, se dice que G es un grafo plano. Por ejemplo, el siguiente es un grafo
plano:



puesto que es equivalente a este otro:

Representacion de un grafo:

Existen dos formas de mantener un grafo "G" en la memoria de una
computadora, una se llama Representacion secuencial de G, la cual se basa
en la matriz de adyacencia A; la otra forma, es la lamada Representacion
enlazada de G y se basa en listas enlazadas de vecinos. Independientemente
de la forma en que se mantenga un grafo G en la memoria de una
computadora, el grafo G normalmente se introduce en la computadora por su
definicién formal: Un conjunto de nodos y un conjunto de aristas

Representacion secuencial de un grafo:

4 » b

z X W
\—/ Considere el grafo siguiente "G":

y suponga que los nodos se mantienen en memoria en un array DATOS
tal como sigue:

DATOS: X, Y, Z, W

Para hallar la matriz de adyacencia A del grafo "G", tenemos que tomar
en cuenta que los nodos estan normalmente ordenados de acuerdo con
la forma en que aparecen en memoria; o sea, asumimos queu 1 =X, u
2=Y,u3=2,yu4 =W, lamairizde adyacencia A de G seria la
siguiente:



L R
o= o+
= o Do~
A

aquiaij=1sihayunaaristauiauj;sinoaij=0.

Asi entonces para hallar la matriz de camino P de G mediante las
potencias de la matriz de adyacencia A, como G tiene cuatro nodos se

A A A, YBa=A+A+4A+4"

calcula
o 1 1 27 o 1 = 2]

a2 0 o 1 0 a3 a1 o 1
o o 1 1 a1 1 1
o 1 o 1 o o 1 1]
o = 2 =1 o0 5 & 287

at o o 11 B a1 =z 3
I | 1 = 0= =25
o 1 1 1 o = 3 5]

por lo tanto la matriz de caminos P se obtiene ahora haciendo pi j =1
siempre que haya una entrada positiva en la matriz B4 . asi

l 1 1 1

l 1 1 1
= =

l 1 1 1

l 1 1 1

La matriz de caminos muestra que no hay camino de u 1 a u 2 de hecho,
no hay camino de ningun nodo a u 1 por tanto, G no es fuertemente
conexo.

Representacion enlazada de un grafo:

Un grafo "G" se guarda en memoria como sigue:

NODO A B E D C
SIG 7 4 0 6 8 0 2 3
ADY 1 2 5 7 9

1 2 3 4 5 6 7 8



PRINCIPIO = 1, NDISP =5

DEST 2 6 4 6 7 4 4 |6
ENL 10 3 6 0 0 0 0 4 0 0

ADISP =8

Para dibujar el respectivo grafo "G", primero debemos buscar todos los
vecinos de cada NODOIK] recorriendo su lista de adyacencia que tiene
el puntero de adyacencia ADY[J]. Esto da como resultado:

A:2(B) y 6(D)

B:6(D), 4(E) y 7(C)

C: 4(E)

D: 4(E)

E: 6(D)

A B >

Entonces
procedemos a dibujar el diagrama del grafo como sigue:

Sea G un grafo dirigido con m nodos. La representacion secuencial de G en la
memoria, 0 sea, la representacion de G por su matriz de adyacencia A, tiene
unas cuantas desventajas importantes.

En primer lugar, puede ser dificil insertar y eliminar nodos de G, esto es por
que el tamaro de A deberia ser cambiado y los nodos deberian ser
reordenados, asi que habria muchos cambios en la matriz A; mas aun, si el
numero de aristas es O(m) o O(m log2 m), entonces la matriz A estara



desperdiciada (contendra muchos ceros); por tanto, se desperdiciara una gran
cantidad de espacio; entonces G normalmente se representa en memoria por
una representacién enlazada, también llamada estructura de adyacencia.

Lista de
A D Adyacencia
A'BCD
T E B: C
C:
/ D: CE
> E.C
B C

Considere
el grafo G de la figura siguiente y su respectiva tabla de adyacencia, donde se
muestra cada nodo de G seguido por la lista de nodos adyacentes, también
llamados sucesores 0 vecinos.

Lista NODO Lista ARISTA

PRINCIPIO y i + _+ _+ X

B T
s
B . Hﬁ X
i
C X
P |
[ 1
Bk
4y 4
Sk | i Para apreciar aun

mas esta situacién, podemos también usar un diagrama esquematico de la
representacion enlazada de G en la memoria, especificamente, la
representacion enlazada contendra dos listas (o archivos), una lista de nodos
NODO y una lista de aristas ARISTA, tal como sigue:

Cada elemento de la lista NODO correspondera a un nodo de G y sera un
registro de la forma:

NODO SIG ADY

Aqui NODO sera el nombre o valor clave del nodo, SIG sera un puntero al
siguiente nodo de la lista NODO y ADY sera un puntero al primer elemento de
la lista de adyacencia del nodo, que se mantiene en la lista ARISTA; el area



restante indica que puede haber otra informacién en el registro, tal como el
grado de entrada GraEnt del nodo, el grado de salida GraSal del nodo, el
ESTADO del nodo durante la ejecucién de un algoritmo, etc.

Adicional a esto, cada elemento de la lista ARISTA correspondera a una arista
de G y serd un registro de la forma:

DEST ENL

Donde el campo DEST apuntara a la posicién en la lista NODO del nodo
destino o terminal de la arista, el campo ENL enlazard juntas las aristas con el
mismo nodo inicial, o sea, los nodos con la misma lista de adyacencia, y el
campo restante indica que puede existir otra informacion en el registro
correspondiente a la arista, tal como un campo ARIS conteniendo los datos
etiquetados de la arista cuando G es un grafo con etiquetas, un campo PESO
conteniendo el peso de la arista cuando G es un grafo con peso, etc.

Técnicas basicas de busqueda:
BUSQUEDA EN GRAFOS

Para efectuar una busqueda de los vértices de un grafo, se pueden emplear
dos estrategias diferentes:

Busqueda en profundidad (BEP): Se comienza en cualquier vértice y en cada
paso se avanza a un nuevo vértice adyacente siempre que se pueda. Cuando
todos los adyacentes a X hayan sido visitados, se retrocede al vértice desde el
que se alcanz6 X y se prosigue. Asi se consigue etiquetar (visitar) todos los
vértices de la componente conexa en que se encuentre el vértice inicial.

Esta técnica se utiliza cuando necesitamos encontrar respuesta a un problema
sobre un grafo sin condiciones de optimizacion.

La idea en general de la busqueda en profundidad comenzando en un nodo A
es la siguiente:

Primero examinamos el nodo inicial A. Luego examinamos cada nodo N de un
camino P que comience en A; a sea, procesamos un vecino de A, luego un
vecino de un vecino de Ay asi sucesivamente, hasta llegar a un punto muerto
o final del camino P, y de aqui volvemos atras por P hasta que podamos
continuar por otro camino P” y asi sucesivamente.

Este algoritmo es similar al del recorrido inorden de un arbol binario, y también
a la forma en que se debe pasar a través de un laberinto. Observe que se hace



uso una pila en lugar de una cola, y este es el detalle fundamental que hace la
diferencia para realizar la busqueda en profundidad.

Algoritmo para la busqueda en profundidad:

Este algoritmo realiza la busqueda en profundidad el grafo G comenzando en
un nodo A.

1. Inicializar todos los nodos al estado de preparado (ESTADO=1)

2. Meter el nodo inicial A en la pila y cambiar su estado a estado de espera
(ESTADO=2).

3. Repetir los pasos 4 y 5 hasta que la pila este vacia.

4. Sacar el nodo N en la cima de la pila. Procesar el nodo N y cambiar su

estado al de procesado (ESTADO=3).

5. Meter en la pila todos los vecinos de N que estén en estado de
preparados (ESTADO=1) y cambiar su estado a estado de espera
(ESTADO=2).
[ fin de bucle del paso 3]
6. Salir.
nota: tomado del libro Estructura de datos, serie schaum Mcgraw-Hill,
pagina: 337, capitulo: 8 Grafos y sus aplicaciones, autor: Seymour Lipschutz
Busqueda en anchura (BEA): A diferencia con la BEP ahora se visitan todos
los vecinos de un vértice antes de pasar al siguiente. Por tanto no hay
necesidad de retroceder. Una vez etiquetados todos los vecinos de un vértice

X, se continta con el primer vértice alcanzado después de X en la busqueda.

Esta técnica se utiliza para resolver problemas en los que se pide hallar una
solucién 6ptima entre varias.

En general la busqueda en anchura comenzando de un nodo de partida A es la
siguiente:

Primero examinamos el nodo de partida A.

Luego examinamos todos los vecinos de A. Luego examinamos todos los
vecinos de los vecinos de Ay asi sucesivamente. Con el uso de una cola,
garantizamos que ningun nodo sea procesado mas de una vez y usando un
campo ESTADO que nos indica el estado actual de los nodos.

Algoritmo para la busqueda en anchura:



Este algoritmo realiza la busqueda en anchura en un grafo G comenzando en
un nodo de partida A.

1. Inicializar todos los nodos al estado de preparados (ESTADO=1).

2. Poner el nodo de partida A en la COLA y cambiar su estado a espera
(ESTADO=2).

3. Repetir pasos 4 y 5 hasta que COLA esté vacia.

4. Quitar el nodo del principio de la cola, N. Procesar N y cambiar su

estado a procesado (ESTADO=3).

5. Anadir a COLA todos los vecinos de N que estén en estado de
preparados (ESTADO=1) y cambiar su estado al de espera
(ESTADO=2).

[ fin del bucle del paso 3 ]
6. Salir.
nota: tomado del libro Estructura de datos, serie schaum Mcgraw-Hill,

pagina: 334 - 335, capitulo: 8 Grafos y sus aplicaciones, autor: Seymour
Lipschutz

Arboles de recubrimiento minimo (busqueda del camino mas corto):

CAMINOS MINIMOS EN GRAFOS

Para lograr el propésito del recorrido minimo dentro de un grafo G, es
necesario para nuestro caso en particular (puesto que no es la Gnica técnica
existente) la utilizacion del algoritmo de WARSHALL para el camino minimo, el
cual se expresa de la forma siguiente:

Sea G un grafo con m nodos,u1,u 2, ..., u m suponga que queremos
encontrar la matriz de caminos P para el grafo G. WARSHALL dio un algoritmo



para este proposito que es mucho mas eficiente que calcular las potencias de
la matriz de adyacencia A y aplicar la proposicién:

Bu=A TAFA AT

donde sea A la matriz de adyacencia y P = Pij la matriz de caminos de un grafo
G entonces, Pij = 1 siy solo si hay un numero positivo en la entrada ij de la

matriz

Este algoritmo de WARSHALL se usa para calcular el camino minimo y existe
un algoritmo similar para calcular el camino minimo de G cuando G tiene peso.

Algoritmo de WARSHALL:

Un grafo dirigido G con M nodos esta en memoria por su matriz adyacente A,
este algoritmo encuentra la matriz de caminos (Booleana) P del grafo G.

1.

[ Inicializar P ] repetir paral,J =1,2, ... M:
si A[ |, J ]=0, entonces: hacer P[ |, J ]:=0;

si no: hacer P[ |, J ]:=1.

[ fin de bucle ]
2. [ Actualizar P ] repetir paso 3y 4 paraK=1, 2, ..., M:
3. repetir paso 4 para l=1, 2, ..., M:
4. repetir para J=1, 2, ..., M:
hacerP[1,J ]:=P[1,LJ]V (P[,J] A P[K, J]).
[ fin de bucle ]
[ fin de bucle paso 3 ]
[ fin de bucle paso 2 ]
5. Salir.

nota: tomado del libro Estructura de datos, serie schaum Mcgraw-Hill,

pagina: 322, capitulo: 8 Grafos y sus aplicaciones, autor: Seymour Lipschutz

Algoritmo de matriz de camino minimo:

Cuando se trata de un grafo con peso G de M nodos esta memoria mediante su
matriz de peso W; este algoritmo encuentra la matriz Qtalque [ I, J ] es la
longitud del camino minimo del nodo VI al nodo VJ . INFINITO es un numero
muy grande y MIN es la funcién del valor minimo.



1. [Inicializar Q ] repetir paral, J=1,2,..., M:
siWI[Il,J]=0,entonces: hacer Q[ 1, J ]:= INFINITO;
sino:hacerQ[I,J]:=W][I,J].

[ fin de bucle ]

2. [ Actualizar Q] repetir pasos 3y 4 paraK=1,2,..., M:
3. repetirpaso4paral=1,2,..., M:
4. repetirparad=1,2,..., M:

hacerQ[i,J]:=MIN(Q[i,J]+Q[i, K]+ Q[K,J]).
[ fin de bucle ]
[ fin de bucle del paso 3]

[ fin de bucle del paso 2]

5. Salir.
nota: tomado del libro Estructura de datos, serie schaum Mcgraw-Hill,
pagina: 324, capitulo: 8 Grafos y sus aplicaciones, autor: Seymour Lipschutz
Enunciado para ejemplo:

Dado un grafo simple no dirigido, conexo y ponderado de n nodos etiquetados
con los numeros naturales desde el 1 hasta el n, se numeran los ejes desde 1
hasta m de acuerdo con el orden. Dados a continuacion dos nodos
cualesquiera, se trata de encontrar el camino mas corto entre ambos nodos,
utilizando el algoritmo de Dijkstra.

Entrada: En la primera linea, un numero natural que indica el numero de casos
qgue se van a plantear. Para cada caso, una linea con el numero de nodos n del

M
2

., . . 2
grafo, y la representacion decimal del mismo (entero menor que )
separados por un blanco. En la siguiente linea, separados por blancos, m
nameros naturales que representan los pesos de los ejes del grafo. En la
siguiente linea, otro nimero natural p nos dice cuantos pares de nodos se van
a proponer, y a continuacion aparecen en lineas diferentes y separados por
blancos todas estas parejas.

Salida: Para cada uno de los casos propuestos, el fichero de salida contendra
una linea indicando el caso de que se trata en la forma Grafo # con el simbolo
# sustituido por el numero del caso. Las siguientes m lineas contendran la lista
de adyacencias del grafo en la forma:

No.delnodo Nodoadyacente pesodeleje Nodoadyacente Pesodelgje...



siempre separando con blancos y con los nodos adyacentes en orden creciente
de numero. A continuacién, p lineas que resuelven las p parejas de nodos
planteadas, componiendo cada linea en la forma:

Pesodelcamino... ...nodosintermedios... ...nodofinal...

Ejemplo de Entrada:
2

4 49

53 82 53

2

12

13

8 14728196
81483064 7113911065
3

21

41

81

Ejemplo de Salida:
Grafo 1

1253

2153482

3453

4282353

5312

1881243

Grafo 2



14 81

2648730864

3471613

41813718091

5610765

6248313510

7230565

8264 4 91

2132634 1

8141

1728 4 1

Algoritmo de Dijkstra: Este algoritmo construye el arbol de caminos de
longitud minima entre un vértice fijado V y los restantes vértices en un grafo

ponderado.

Observaciones:

1. Los pesos de las aristas deben ser no negativos.
2. El algoritmo de Dijkstra NO proporciona un arbol generador minimo.

Ordenacion Topoldgica:

Hasta recientemente todos los trabajos sobre Topologia (Digital principalmente)
se basaban en un enfoque de Teoria de Grafos. Este enfoque presenta, sin
embargo, el problema de determinar la relacion de adyacencia mas razonable
en Zn. Actualmente existen enfoques alternativos basados en nociones de
Topologia General. En este caso haremos una introduccion a algunos de estos
enfoques.

Topologia definicion:

1) Rama de la matematica que estudia las propiedades del espacio que son
invariantes por homeomorfismos. Se trata de propiedades no métricas, es
decir, de propiedades cualitativas, y no cuantitativas, lo que la distingue de la
geometria comun. Se la suele denominar "geometria débil" o0 "geometria del
caucho". Por ejemplo, una circunferencia es topoldégicamente equivalente a un
cuadrado, por mas que sus propiedades métricas sean diferentes



2) Una topologia en un conjunto X es una familia de subconjuntos de X que
satisface ciertos axiomas (ver espacio topoldgico).

En esta seccion estudiaremos las diferentes estrategias que se han planteado
principalmente motivadas por problemas en el area del reconocimiento de
formas para dotar a la digitalizacién D de un conjunto, de una estructura, no
necesariamente explicitamente topoldgica, en términos de la cual formular
propiedades de D relacionadas con las propiedades de la imagen original.

Las imagenes 2-dimensionales son las mas ampliamente estudiadas, aunque
ultimamente las 3-dimensionales estan siendo muy utilizadas. También se
utilizan imagenes 4-dimensionales para representar imagenes 3-dimensionales
en movimiento.

De las estrategias planteadas, la primera y las mas utilizada es la introducida
por Azriel Rosenfeld en 1970. Se basa en la nocién de adyacencia entre puntos
de Zn (ademas de Zn también considera en ocasiones los centros de una
teselacidon del plano por hexagonos). Su enfoque descansa principalmente en
nociones de Teoria de Grafos.

Desde entonces la Topologia Digital ha proporcionado los fundamentos
tedricos para importantes operaciones de procesamiento de imagen, como
recuento de objetos, adelgazamiento de imagenes, deteccidén de bordes y
relleno de contornos. El adelgazamiento de imagenes es una operacién de
preprocesamiento en reconocimiento de formas. Su objetivo es reducir el
conjunto de puntos de la imagen sin alterar la topologia de la misma.

Ordenacion topoldgica:

Suponga que S es un grafo tal que cada nodo vi de S representa una tarea y
cada arista ( u, v ) significa que la finalizacién de la tarea u es un pre-requisito
para que comience la tarea v. Suponga que tal grafo S contiene un ciclo tal
que:

P=(u,v,w,u)
Esto significa que no podemos empezar v hasta completar u, no podemos
empezar w hasta terminar v y no podemos empezar u hasta completar w. Asi
no podemos completar ninguna tarea del ciclo. Por tanto, un grafo S asi, que
representa tareas y relaciones de precedencia, no puede tener ciclos.

Ahora suponga que S es un grafo sin ciclos, considere la relacion < sobre S
definida como sigue:

U < Vv si existe un caminodeuav

Esta relacién tiene las siguientes tres propiedades:

1. Para cada elemento u de S, tenemos que u < u. ( Irreflexivilidad )
2. Siu<v,entonces v < u. ( Asimetria)
3. Siu<vyv<w,entonces u<w. (Transitividad )



Tal relacidén < sobre S se llama ordenacién parcial de S, y S con tal ordenacion
se llama conjunto parcialmente ordenado o conjunto po. Asi, un grafo S sin
ciclos se puede considerar un conjunto parcialmente ordenado.

Por lo tanto, puede también suponer que si S es un conjunto parcialmente
ordenado con la ordenacion parcial denotada por <, entonces S se puede
considerar un grafo cuyos nodos son los elementos de S y cuyas aristas estan
definidas como sigue:

(u,v)esunaaristaenSsiu<v

mas aun, se puede demostrar que un conjunto S parcialmente ordenado,
considerado como un grafo, no tiene ciclos.

A
Lista de _
G Adyacencia
A
B:D, F
E :
Foo4 C :
B </
D
Como

ejemplo podemos plantear que: sea S el grafo de la figura, observe que S no
tiene ciclos. Asi S se puede considerar un conjunto parcialmente ordenado.
Note que G < C, ya que existe un camino desde G hasta C. Similarmente, B <
F y B < C. Por otro lado B no es menor que A, ya que no existe camino de B a
A, al igual que A no es menor que B.

@MNmoo
m ¢y N

I

Por lo tanto; sea S un grafo dirigido sin ciclos (o conjunto parcialmente
ordenado). Una ordenacién topoldgica T de S es una ordenacion lineal de los
nodos de S que preserva la ordenacion parcial de S original, 0 sea, que siu<v
en S (si hay un camino de u a v en S), entonces u va delante de la v el la
ordenacion lineal T, este se muestra en la siguiente figura, donde se incluyen
las aristas para indicar que concuerdan con la direccion de la ordenacién lineal.



Cos modelos de ordenacidn topoligica

{E

Informacién adicional sobre Topologia:
Topologia combinatoria:

Rama de la topologia que reduce el estudio de curvas y superficies a ciertos
esquemas determinados por poligonos curvilineos, evitando de esta forma
pensarlas como conjuntos de puntos, como lo hace la topologia conjuntista. El
tratamiento combinatorio es mas cercano al algebra, y reduce el concepto de
homeomorfismo a unas pocas reglas que permiten decidir cuando dos
esquemas combinatorios son equivalentes.

Topologia inducida:

Dado un subconjunto A de un espacio topoldgico X, se llama topologia inducida
a la topologia definida en A que toma como abiertos a todos los conjuntos de la
forma U G A, en donde U es un abierto de X. En estas condiciones, se dice que
A es un subespacio de X.

Topologia usual:

La topologia usual del espacio n—dimensional (Rn) tiene como abiertos basicos
a las bolas n—dimensionales (abiertas). Es decir, un conjunto de Rn es abierto
si y solo si es unién de cierto numero de bolas abiertas. Equivalentemente,
diremos que A es abierto si y solo si para todo punto x | A existe una bola B
contenida en A tal que x | B (A es entorno de x).

Toro:



Se llama asi a la superficie de revolucion engendrada por la rotacion de una
circunferencia en torno a un eje que no la toque en ninguno de sus puntos. Si
bien esta definicidn es geométrica, las propiedades topoldgicas del toro son de
gran importancia. En especial, la propiedad de tener un asa, o agujero, que
determina que existan en el toro lazos no reducibles. Un importante teorema de
la topologia combinatoria asegura que toda superficie cerrada y orientable es
un toro con n agujeros. El caso n = 0 corresponde obviamente a la esfera, si se
la piensa como un "toro sin agujeros”, y el caso n =1 es el toro usual. Si bien la
definicién habitual del toro lo presenta como una superficie sumergida en el
espacio tridimensional, es facil ver que es homeomorfo al producto cartesiano
de dos circunferencias, sumergido en R4 (espacio cuatridimensional). Es decir,
la definicién topoldgica del toro es: T2 = S1 * S1. Esto permite generalizar, y
definir al toro n—dimensional como el producto cartesiano de n circunferencias,
esdecir: Tn=81 "... " S1.

En la topologia combinatoria, el toro bidimensional se define identificando dos a
dos los lados opuestos de un rectangulo, como muestra la figura:

Algoritmo de ordenacion topolégica:

El siguiente algoritmo encuentra una ordenacién topoldgica T de un grafo S sin
ciclos.

1. Encontrar el grado de entrada GraEnt(N) de cada nodo N de S (se puede hacer
recorriendo cada lista de adyacencia)

Poner en una cola todos los nhodos con grado de entrada nulo.

Repetir los pasos 4 y 5 hasta que la cola esté vacia.

Quitar el nodo N al frente de la cola (haciendo Frente:=Frente + 1)

Repetir lo siguiente para cada vecino M de N:

aprwN

Hacer GraRnt(M):= GraEnt(M) — 1 (esto elimina la arista de N a M)
si GraEnt(M)=0, entonces: Anadir M al final de la cola.
[ fin de bucle paso 5]

[ fin de bucle paso 3 ]

6. Salir.
nota: tomado del libro Estructura de datos, serie schaum Mcgraw-Hill,

pagina: 340, capitulo: 8 Grafos y sus aplicaciones, autor: Seymour Lipschutz



ANEXO

TEMAS AFINES Y
COMPLEMENTARIOS

Caminos y Conexidn: Un camino en un grafo es una sucesién de vértices y
aristas de la forma v0 a1 v1 a2...vk-1 ak vk donde la arista ai une los vértices
vi-1y vi. Este es un camino de v0 a vk, de longitud k, siendo v1,...,vk-1 los
vértices interiores del camino. Si vO=vk decimos que el camino es cerrado. Un
ciclo es un camino cerrado con todas sus aristas distintas y con todos sus
vértices distintos (salvo, claro es, los extremos v0O=vk).

Propiedades:

1. El'n? de caminos de longitud k de vi a vj es el elemento ij de la matriz M(G)k.

2. Un grafo G es bipartido U G no tiene ciclos de longitud impar.

3. Se llama distancia entre dos vértices u y v, a la longitud minima de un camino que
conecta dichos vértices y se designa por d(u,v).

4. Se llama diametro de G a la maxima distancia entre dos vértices de G, diam(G).

Un grafo es conexo si para cada par de vértices u y v existe un camino de u a
v. Si G es un grafo no conexo (o disconexo), cada uno de sus subgrafos
conexos maximales se llama componente conexa de G.

Un vértice v se llama vértice-corte (o punto de articulacién) de G si el grafo G-
{v} tiene mas componentes conexas que G.

Una arista a de un grafo G se llama puente si G-{a} tiene mas componentes
conexas que G.

Conexo: un espacio topoldgico X se dice conexo si no contiene ningun
subconjunto abierto y cerrado, excepto A y X. Intuitivamente, un conjunto es
conexo cuando no esta compuesto por dos o mas partes separadas. Una
definicibn mucho mas facil de entender es la de conjunto arcoconexo. Sin
embargo, se puede probar que ambas nociones no coinciden: todo conjunto
arcoconexo es conexo, pero la reciproca es falsa. En la topologia usual, todo
abierto conexo es también arcoconexo.

Espacio n—dimensional: se llama espacio n—dimensional usual al conjunto
Rn, construido como el producto cartesiano R “... "R (n veces), en donde R es



el conjunto de los numeros reales. Los elementos de Rn se piensan como
vectores de n coordenadas. El vector nulo es aquel cuyas coordenadas son
todas 0, y se lo llama "origen" o "centro de coordenadas". Por ejemplo, el plano
R2 es el conjunto de todos los pares ordenados (x,y) en donde sus dos
coordenadas X, y son numeros reales cualesquiera, y su origen es el vector
(0,0). A este espacio se le suele asignar una topologia, conocida como
topologia usual de Rn.

Espacio topologico: se llama espacio topoldgico a un conjunto X provisto de
una topologia, es decir, una familia de subconjuntos de X, llamados abiertos,
que satisfacen los siguientes axiomas:

1./E y X son conjuntos abiertos 2.La interseccion de un namero finito de
conjuntos abiertos es un conjunto abierto 3.La unién de cualquier nUmero de
conjuntos abiertos es un conjunto abierto

Se desprende de la definicion que en cualquier espacio topolégico X los
conjuntos £ y X son a la vez abiertos y cerrados (ver también: topologia usual)

Funcidén continua: dados dos espacios topologicos X e Y, la funcién f:X® Y se
dice continua en un punto a | X si dado un entorno V del punto f(a) | Y, existe
un entorno U de a tal que f(U) I V, es decir, f(x) | V para todo x | U. Esto puede
expresarse mediante la nocion de limite: f es continua en a si

lim ()= fla)

X—rad

En la topologia usual, la nocién de continuidad en a equivale a la propiedad de
que si {xn} es cualquier sucesién en X que converge a a, entonces la sucesién
{f(xn)} converge a f(a). Intuitivamente, podemos decir: "cuanto mas se acerca
Xn a a, mas se acerca f(xn) a f(a) ". f se dice continua cuando es continua en
todos sus puntos. Equivalentemente, f es continua si y sélo si la imagen inversa
de un abierto cualquiera es un conjunto abierto.

Grupo fundamental: dado un espacio topoldgico X, se puede formar el
conjunto de todos los lazos en X que salen de un cierto punto, considerando
como equivalentes a dos lazos que se puedan superponer mediante una
homotopia (es decir, tales que se pueda deformar a uno de ellos en forma
continua hasta obtener el otro). A dicho conjunto se le asigna una estructura
(algebraica) de grupo, lo que determina el llamado grupo fundamental de X. Se
trata de un invariante topol6gico muy util. Por ejemplo, el grupo fundamental de
una circunferencia es Z, el conjunto de los numeros enteros (Z={...,-3, -2, -
1,0, 1,2, 3, ...}), hecho que resulta claro pues todo lazo cerrado sobre la
circunferencia esta determinado univocamente por la cantidad de vueltas, y el
sentido en que se las recorre. El grupo fundamental de un toro es Z “ Z, pues
en este caso deben tenerse en cuenta las vueltas dadas "alrededor" del
agujero, y también "a través" del mismo. Este resultado es, claro esta,
coherente con el hecho de que el toro puede pensarse como el producto
cartesiano de dos circunferencias (ver: toro).



Homeomorfismo: se llama homeomorfismo entre dos espacios topoldgicos X
e Y a una funcién f: X® Y que resulte biunivoca y bicontinua, es decir:

f es "uno a uno" (biunivoca), lo que significa que para cada elemento x iX
existe un unico y | Y tal que f(x) = y y viceversa. Esto permite definir la funcidn
inversa, f-:Y® X

fy f-! son continuas (f es bicontinua)

La nocién de homeomorfismo responde a la idea intuitiva de "deformacion”, y
determina cierta clase de equivalencia: dos espacios homeomorfos tienen las
mismas propiedades topoldgicas.

Homologia: invariante topoldgico que asocia a cada espacio topolégico una
estructura algebraica llamada "complejo”. Como invariante, tiene mayor
precision que el grupo fundamental, aunque su definicién y calculo resultan
mas complicados.

Homotopia: dados dos espacios topoldgicos X e Y, una homotopia es una
funcion continua h:X "[a,b] ® Y, en donde [ a,b] es un intervalo cerrado. Por
comodidad, siempre supondremos que [ a,b] es el intervalo [ 0,1] . Se puede
interpretar intuitivamente la nocién de homotopia pensando al [ 0,1] como un
intervalo de tiempo, y en consecuencia h representa una cierta deformacién a
partir del instante inicial t = 0, hasta llegar a t = 1 pasando por cada instante t
fijo.

Identificar: operacién topoldgica que responde a la nocién intuitiva de "pegar".
Consiste en definir alguna relacién de equivalencia entre puntos de un espacio
topolégico X, lo que permite definir el espacio cociente. Por ejemplo, si se
identifican uno a uno los puntos de dos lados opuestos de un rectangulo, se
obtiene una superficie tubular similar a un "cinturén”, o una porcién de cilindro.
En cambio, si esta identificacién se efectia orientando a los dos lados en
sentidos opuestos, se obtiene una Banda de Mébius.

Interior: dado un conjunto A, si llama interior de A al mayor abierto contenido
en A. Notacion: A? = interior de A . Por definicion, es claro que un conjunto es
abierto si y solo si coincide con su interior. El interior de A se puede pensar
como el conjunto de puntos de A que no pertenecen a su frontera, es decir: A2
= A-Fr(A).

Intervalo: dados dos nimeros reales a < b, se llama intervalo entreay b al
conjunto de puntos de la recta contenidos entre a y b. Caben cuatro
posibilidades, segun se incluya o no a cada uno de los extremos:

(a,b) ={ x1R/a < x < b } (intervalo abierto)
[a,b) ={ xTR/a £ x <b } (intervalo semiabierto)
(a,b] ={xTR/a<x¢£b } (intervalo semiabierto)
[a,b] ={ xTR/a £ x £b } (intervalo cerrado)
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También se definen los siguientes intervalos no acotados: (a,+ ¥ ),[ a,+ ¥),



(-¥,b),(-¥,b].Porejemplo, (a,+¥)={xiIR/x>a} Los simbolos + ¥
y

— ¥ responden Unicamente a una mayor simplicidad en la escritura, ya que no
se trata de numeros reales. Por esa razén, todo intervalo no acotado es abierto
en su "extremo infinito". Obviamente, el intervalo (— ¥ ,+ ¥ ) equivale a toda la
recta R. Es facil ver que cualquier intervalo abierto es homeomorfo a R.

Invariante: se llama invariante topolégico a aquellas propiedades de un
espacio topoldégico que permanecen cuando se le aplica un homeomorfismo.
Algunos invariantes muy conocidos son la compacidad, la conexién, el grupo
fundamental, la homologia, etc. En general, cada teoria matematica tiene sus
propios invariantes: asi, los invariantes geométricos son las propiedades que
conserva una figura cuando se le aplica una rotacion o una traslacién
(movimientos rigidos).

Matrices: la matriz de adyacencia de un grafo G con n vértices {v1,...,vn} es la
matriz nxn , M(G)=(aij), donde aij es el n2 de aristas que unen vi con vj. La
matriz de incidencia de un grafo simple G con n vértices {v1,...,vn} y K aristas
{e1l,...,ek} es la matriz nxk, I(G)=(bij), donde bij=1 si vi es incidente con ej y
bij=0 en caso contrario.

Plano proyectivo: espacio definido en geometria proyectiva, de acuerdo con la
idea intuitiva de agregar al plano euclidiano un "horizonte", de modo tal que dos
rectas paralelas determinen un (Unico) punto. Las rectas resultan entonces
cerradas, es decir, homeomorfas a una circunferencia, hecho relacionado
ademas con la propiedad que tiene el plano proyectivo de ser compacto. Al
horizonte, que también es una recta, se lo suele llamar "recta impropia", pues
esta compuesta de puntos impropios, también llamados puntos "del infinito".

En la geometria proyectiva los conceptos de "punto" y "recta" son duales,
puesto que pueden intercambiarse. Por ejemplo, el enunciado: "Dos puntos
determinan una unica recta" se transforma en su dual "Dos rectas determinan
un unico punto”, que también es valido, aunque no lo es en la geometria
euclidiana.

Poliedro topoldgico: generalizacion de la nocion geométrica de poliedro.
Consiste en un sistema formado por un nimero finito de poligonos topolégicos
sujetos a ciertas condiciones, entre las cuales se tiene, por ejemplo, que dos
poligonos distintos no tienen puntos interiores comunes, que los lados de los
poligonos del sistema coinciden dos a dos, etc.

Poligono topoldgico: generalizacion de la nocién geométrica de poligono.
Consiste en tomar cierto nimero finito n > 1 de puntos en una circunferencia.
Los arcos asi determinados seran los lados, y los puntos se llamaran vértices
del poligono. El poligono estara formado entonces, por el conjunto de lados y la
regién interior a la circunferencia.



Recorridos en un Grafo: Un camino euleriano en un grafo es un camino que
contiene a todas las aristas del grafo exactamente una vez. Un grafo es
euleriano si contiene un camino euleriano cerrado.

Teorema: Un grafo conexo G es euleriano U Todos los vértices de G tienen
grado par.

Consecuencia: Un grafo conexo G tiene un camino euleriano no cerrado U G
tiene, exactamente, dos vértices de grado impar.

Algoritmo de Fleury (para construir un camino euleriano cerrado en un grafo
euleriano).

Paso 1.- Se comienza en un vértice cualquiera vO .

Paso 2.- Si se ha construido el camino v0 a1 v1 a2...vk-1 ak vk con aristas
distintas, se elige la arista siguiente ak+1 con las condiciones: (1) ak+1
incidente con vk y (2) no ser puente en el grafo G- {a1,a2,...,ak} (salvo que no
haya alternativa).

Paso 3.- Se sigue hasta que el camino contenga todas las aristas.

Un camino hamiltoniano en un grafo es un camino que contiene a todos los
vértices del grafo exactamente una vez (salvo vO=vn, si el camino es cerrado).
Un grafo hamiltoniano es aquel que contiene un ciclo hamiltoniano.

Propiedad: Un grafo bipartido G=(V1 E V2, A) con % V114112 V2% no es
hamiltoniano.

Teorema: Sea G un grafo simple de n vértices. Si para todo par de vértices x e
y no adyacentes se cumple que d(x)+d(y) 3 n, entonces G es hamiltoniano.

Teorema: Si G es un grafo hamiltoniano entonces, para todo SI V se cumple
que el nimero de componentes conexas de G - S, es menor o igual que V2 S'2 .

Observacién: NO hay caracterizacidn para los grafos hamiltonianos.
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